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A GEOMETRIA DOS NUMEROS COMPLEXOS

Introducao

O presente trabalho ¢ a respeito da geometria dos nimeros complexos, mais concretamente, vamos apresentar
no conjunto dos niimeros complexos alguns resultados contemplados na Geometria Analitica e na Algebra Linear. Este
tipo de estudo no conjunto dos nimeros complexos tem sentido, pois todo nimero complexo tem uma representagao
vetorial. E objetivo deste trabalho definir produto interno no conjunto dos nimeros complexos, apresentar e interpretar,
geometricamente, alguns resultados tais como angulo entre dois nimeros complexos, o Teorema de Pitagoras e a Lei
dos Cossenos. Pretendemos aqui tornar o estudo dos nimeros complexos mais agradavel, j4 que esses nlimeros tém
amplas aplicagdes na Matemadtica, na Fisica e nas Engenharias. Para concretizar este trabalho fizemos, inicialmente,
uma pesquisa bibliografica completa sobre o conjunto dos numeros complexos para investigacdo minuciosa do tema
proposto.

Material e Métodos

A metodologia empregada neste trabalho consistiu na revisao bibliografica da literatura existente a respeito de
nameros complexos em livros didaticos e materiais disponiveis na internet. Inspirados por AVILA (2008), em que o
autor se preocupa com a interpretagdo geométrica dos resultados, e na experiéncia com o estudo dos numeros
complexos ao longo dos anos ¢ que surgiu a ideia produzir este material.

Resultados e Discussao
Primeiramente, apresentaremos a constru¢do do conjunto dos nimeros complexos. Em seguida, daremos
alguns conceitos e resultados sobre os numeros complexos.

A. Conjunto dos Numeros Complexos

Considere R, o conjunto dos numeros reais, ¢ R’ = RxR = {(x, ¥)| x, yER}. Em Rz, definimos as seguintes
operagdes de adi¢do e multiplicagdo. Para quaisquer (a, b) e (¢, d) em Rz,
@ (@b)+(,d=(@+c b+ d);
(@) (a, b).(c, d) = (ac — bd, ad + bc).

Ainda por defini¢do, dois elementos (a, b) e (¢, d) em R’ sio iguais, e escrevemos (a, b) = (¢, d),quandoa = ce

b = d. O conjunto RZ, munido das operagdes definidas em (i) e (ii), ¢ denominado conjunto dos niimeros complexos e
sera denotado por C (FERREIRA, 2013). Identificando cada niimero real x com o niimero complexo (x, 0), adotando
o simbolo i para o nimero complexo (0, 1) e observando que, para todo (a, b)EC, (a, b) = (a, 0) + (b, 0)(0, 1),
podemos escrever um numero complexo z = (a, b) como sendo z = a + bi. Além disso, como
(o, 1)2 = (0, 1).(0, 1) = (— 1, 0), vemos que i’ =— 1.0 namero complexo i ¢ chamado de unidade imaginaria.

Dado um nimero complexo z = x + yi, x é chamado de parte real e y de parte imagindaria de z, e sdo
denotados, respectivamente, por x = Re(z) e y = Im(z). Um nimero complexo z = x + yi pode ser identificado
com o vetor 0z de componentes x ¢ y.

. . . . [2 2
Dado um nimero complexo z = x + yi, o0 médulo de z, denotado por |z|, é definido como sendo |z]| =\x + y
(AVILA, 2008). O complexo conjugado do niimero z = x + yi, denotado por z, é definido como sendo o numero
= . A . . 2 -
complexo z = x — yi. Como consequéncia desses conceitos, deduzimos que |z| = z. z, para todo z€C.

Considerando a representacdo geométrica de um niimero complexo nio nulo z, obtemos a representagdo polar de z
que ¢ dada por z = |z|(cos® + isenB), em que BER ¢ o angulo que z faz com o eixo Ox no sentido oposto ao dos
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ponteiros do reldgio (Churchill, 1975).
O plano complexo e o plano euclidiano diferem um do outro devido ao fato de termos definido a multiplicagdo de
nimeros complexos, enquanto que no plano euclidiano nao temos tal operagao.

NOTA: Com base nos conceitos apresentados até o presente momento, enunciamos abaixo algumas das propriedades
referentes aos niimeros complexos:

(a) Para quaisquer z, weC,Z = ze¢ Zw=7z ;;

(b) Se a€R e z€(, entdo Re(az) = a Re(z) e Im(az) = a Im(z);

(¢)Se z = |z|(cosa + isena) ew = |w|(cosB + isenp),entdo z.w = |z||w]|[cos cos (a + B) + isen(a + B)];
(d) Para quaisquer z, wec, |z + W|2 = |Z|2 + Re(z. v_v) + |W|2 elz — W|2 = |Z|2 - Re(z.v_v) + |w|2.

Observe que a Lei do Paralelogramo pode ser obtida do item (d) acima. Basta somar as duas identidades.

B. Produto Interno no Conjunto dos Numeros Complexos
A fungdo (, }: CXC—R, definida por (z, w) = Re(zW), € um produto interno em C, ou seja,
(P1) (z, z) = 0, para todo z€C, e (z, z) = O se, e somente se, z = 0;
(Pz) (z, w) = (w, z), para quaisquer z, WEC,
(P3) {az, w) = a(z, w), para todo a€R e para quaisquer z, WeC(;

(P4) (z1 +z, w) = <Z1’ w) + <Zz’ w), para quaisquer z, Z, wecC.

C. Angulo entre Dois Niimeros Complexos

Considere z = |z|(coscosa + isena) e w = |w|(coscos B + isenf3) dois nimeros complexos ndo nulos.
Entao,
(z, w) = |z||w|cos(a — B),
ou seja,

coscos (o — B) = ) _ Re(zw)

lzllwl —  lzllw]
em que o — 3 é o angulo entre ze w, com o — f3 entre 0 ¢ T (Fig. 1).
Como uma consequéncia do resultado acima temos a Desigualdade de Cauchy-Schwarz, dada por |(z, w)| < |z||w]|,
para quaisquer z, wecC.

D. Teorema de Pitagoras
Considere z e w dois numeros complexos nao nulos. Se (z, w) = 0, ou seja, se z ¢ w s@o ortogonais, entdo

1z + wl’ = |z|° + |w|* (Fig. 2).

E. Lei dos Cossenos

Considere z, = |21|(cos cos 91 + isen 91), z,= |22|(cos cos 92 + isen 92) e
z, = |23|(cos cos 63 + isen 93) numeros complexos ndo nulos. Se Z,=2,~Z, entdo
|Z |2 = |Z |2 + |z |2 2|Z | |Z |cos(9 0)
3l T 1% 2 1l 172 2 1’

em que 62 - 61 ¢ o angulo entre z ez, (Fig. 3).
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Consideracoes Finais

Neste trabalho apresentamos a construgdo do conjunto dos numeros complexos ¢ algumas formas diferentes de
escrever um nimero complexo. Visto que um nimero complexo tem uma representacdo vetorial, mostramos alguns
resultados da Geometria Analitica e da Algebra Linear, tendo o cuidado minucioso para construir conceitos intrinsecos
ao conjunto dos nimeros complexos, como ¢ o caso do produto interno entre dois nimeros complexos. Esperamos que
essa abordagem geométrica seja bem recebida pelos estudantes e que ela facilite a compreensdo desse contetido de
grande aplicabilidade na Matematica, na Fisica e nas Engenharias.
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Figura 1. Angulo entre os nimeros complexos e

Figura 2. Teorema de Pitagoras



