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A ELIPSE DE CURVATURA NO ESTUDO DE 2-VARIEDADES IMERSAS
EMR", n>4

Introducao

Neste presente trabalho, descrevemos o conceito de elipse de curvatura, que ¢ definida como o lugar
geométrico que contém os extremos dos vetores curvatura normal das se¢des normais de uma 2-variedade (ou
superficie) com o hiperplano gerado pela soma direta de seu espago normal com alguma direcao tangente.

O conceito de elipse de curvatura foi introduzido por Kommerell em [3] e depois estudado por Little em [2] onde faz
uma andlise detalhada da elipse de curvatura, caracterizando propriedades geométricas de superficies em termos dessa
elipse e mostrando que a generalizacdo desta para variedades ¢ uma variedade de Veromese ou uma projecdo de
Veronese. Nosso objetivo ¢ definir a elipse de curvatura e mostrar alguns resultados dessa definicdo no estudo de

2-variedades imersas no R, n=4, tendo como base a dissertacdo de Rodrigues [5].

Material e métodos

A metodologia utilizada foi a metodologia da propria pesquisa matematica, baseada na revisdo de trabalhos de outros
autores ¢ no desenvolvimento de pesquisa dos assuntos estudados. O texto principal no qual este presente trabalho se
baseia ¢ a dissertacdo de Rodrigues [5]. Outros textos foram usados como referéncia como a tese de Binotto [1] ¢ a tese
de Moraes [4]. As imagens apresentadas foram construidas com o software geogebra, disponivel em
https://www.geogebra.org.

Resultados e discussao
A. Definigdo e exemplos

Como a parametrizagdo X de S é uma aplicagdo diferenciavel e (dX)q: R°—R"é injetora, para todo ponto p = X(q),
existe o TpS, chamado plano tangente a S em p, gerado pelas combinagdes lineares de Xu(q) e X v(q), i.e., para todo
WETpS , W= aXu(q) + va(q). Seja o circulo unitario centrado em p, parametrizado por 0€[0, 2m] e v o € TpS 0
vetor unitdrio na dire¢@o 0. Definimos como se¢do normal da superficie S em p na direcdo 6, a interse¢do y 0 = H o N S,

onde H ¢ o hiperplano definido por He = NPS @v . Escolhendo uma parametrizagdo para essa curva, de maneira que Yo
]

esteja parametrizada pelo comprimento de arco, temos que p =y e(so)’ Yy e(so) =V, além disso o vetor normal a essa

curva ¢ também normal a superficie, logo Ye(so) € NpS . Esse vetor ¢ chamado de vetor curvatura normal da superficie
S no ponto p.
. ~ L 1 N, " 1, s
Definimos, entdo, a aplicagdo n: Sp - NPS, vel—mp(e) =T (ye), onde Sp ¢ o circulo unitario no plano tangente,
N, " - . . ~
centrado em p e ™ (ye) ¢ a projecdo ortogonal do vetor curvatura normal da curva obtida pela intersecdo de

H 0= NpS @v e asuperficie S. A essa aplicacdo se di o nome Elipse de Curvatura.
]

A fim de ilustrar as relagdes ¢ defini¢gdes, consideremos uma superficie S no espago tridimensional, seu plano

tangente TpS no ponto p, € NpS , a reta normal a S no ponto p, S; como mostrados em Fig. 1A e Fig. 1B. Entretanto,

~ . 3. . 3, .
ndo seguiremos no R, pois o NpS de uma superficie imersa no R~ ¢ apenas uma reta e, como veremos posteriormente, a

elipse de curvatura se deforma em um ponto ou um segmento de reta.
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O nome “Elipse de Curvatura” ndo ¢ improprio. De fato, seja a superficie S, uma curva y o de S que passa pelo ponto
p com direcdo tangente Vo parametrizada pelo comprimento de arco, a decomposigdo R'= TpS EBNPS e a projecdo
ortogonal " Rn—>NpS, w—mN(u) =u- (u-wl(p))wl(p) - (u-wz(p))wz(p), com {Wl(p), wz(p)} uma base
ortonormal de TpS . Suponhamos que a superficie S esteja parametrizada por a: UC R*>Sc R", (u, v)—a(u,v) equea
curva v esteja  parametrizada  por Yy [-ScR", ti—)ye(t) = a(u(t), v(t)). Assim  temos
Yo(0) = u (O, @(®, v(®) + V(O (u(®), v(©) ¢
V(0= w0, ), v(0) + u O, @®,v(O) + 2u(Or O, @B, VD) + v (O)a, @b, v(B) + v Ox,@©), v(©)
Portanto, a projecdo do  vetor curvatura y;(t) no espago  normal NpSé dada  por
TrN(y;(t)) = u ()@ w®),v(®)+ 2u@®v O, WD), v(®) + v (®)’« (@), (). Se {a (p), @ (p)} é uma base
ortonormal do espago tangente TpS’ entdo como Yo estd parametrizada pelo comprimento de arco, segue que
uv(t)2 + v'(t)2 =1, entdo podemos tomar O tal que u'(t) = cos(0) e v'(t) = sen(B) e teremos

T[N(y;(t)) =0 a:u(p) + 2cosesen6agv(p) + senzﬁagv(p). Usando relagdes trigonométricas basicas e fazendo as

substituicdes devidas, podemos escrever a expressao anterior da seguinte maneira:
N[ _1( N N (N N N _
np(e) =T (ye(t)) == (auu(p) + ocw(p)) + 5 (auu(p) ocw(p)) coscos (20) + O(W(p)sen(Ze) = H + Bcos(20) + Csen(20)
_ (N N _ 1[N _ N _ N
com H =4« )+ ). B =+ () - o @) e € = ().

Seja S uma superficie imersa em R" n>4, dado pES dizemos que uma imersdo @: S —R" estd localmente na Forma
de Monge se ¢ esta em p=(0,0) da seguinte forma: ¢: (Uc Rz, (0, 0)—>(Rn, 0,0,..,0), (w,v)—e(u,v), com
e(u,v)= ((pl(u, V), (pz(u, V), . (pn_z(u, v)) com @, diferenciaveis, ¢(0,0)= (0,0,...,0) e
a(‘oi a(‘oi . . ~ d
—5.(0,0) =—--(0,0) = 0 para todo i€{l, 2,..,n — 2}. Nesta parametriza¢do temos 7‘3(0, 0)=(10,0,..,0) ¢
%E—(O, 0)=(0,1,0,..,0) que formam uma base ortonormal de TpS . Consequentemente, os coeficientes da primeira

~ . _ _ _ . . N _ N _
forma normal em p sdo: E=1,F=0,G =1 Além disso, temos (puu(p) = (puu(p), (pw(p) = (pw(p),
(pfv(p) = @W(p). Portanto, a elipse de curvatura pode ser dada por np(e) = H + Bcos(20) + Csen(26), com

- L -1 _ — : 5
H=- ((puu(p) + (pw(p)), B == ((puu(p) cpw(p)), C = (pw(p). A partir dessas equagdes, podemos observar que
ao percorrer o circulo unitario em TpS uma vez, a aplicacdo o percorre a elipse de curvatura duas vezes. Observamos

também que os vetores B e C geram a elipse de curvatura e o vetor H, com origem no ponto p, tem extremo no centro
da elipse e é chamado vefor curvatura média (Figura 1C).

. . 5
Tomemos como exemplo uma superficie S imersa em R, dada localmente em p=(0, 0) na forma de Monge por

(p(x' y) = (x: Y xz’ Xy, yz) Temos que
¢,,(0,0)=(0,0,2,0,0), ¢ (0,0)=(0,0,0,0,2), ¢_(0,0)=(0,0,0,1,0). Logo

H =(0,010,1), B=(0,0,1,0,— 1), C = (0,0,0,1,0) ¢ a elipse de curvatura ¢ uma elipse que ndo passa pela
origem (Figura)
B. Alguns resultados

Com a defini¢do de Elipse de curvatura podemos chegar aos seguintes resultados:

Seja ¢ uma imersao de S em RS, dada localmente em p€S na forma de Monge, o primeiro espago normal de S em p

denotado por N;S ¢ o subespago de NpS gerado pelos vetores (pxx(p), (pyy(p), (pxy(p).
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O subespago afim de S em p, denotado por Af fp, ¢ o subespaco de menor dimensdo que contém a elipse de
curvatura. O subespago vetorial de S em p, denotado por Ep, ¢ o subespago linear de NpS paralelo a Af fp.

Sejam S uma superficie imersa em R'n>4e pES, dizemos que p ¢ um ponto umbilico se degenera em um ponto e
umbilico planar se esse ponto for a origem de NpS . p é dito um ponto semiumbilico se a elipse de curvatura se degenera
em um segmento e ponto semiumbilico radial (ou ponto de inflexdo) se a elipse se degenera em um segmento radial.

Seja S uma superficie imersa em R", n>5, pESi (ou p ¢ do tipo Si) se, e somente se, dim dim N;S =1i. p€5'3 se, e
somente se, Af fp ¢ um plano que ndo passa pela origem p (Figura 2A). peS ,¢a elipse de curvatura ndo se degenera
se, e somente se, Af fp ¢ um plano que passa pela origem p de NpS (Figura 2B). peS 5 ¢ um ponto semiumbilico se, e
somente se, Af fp ¢ uma reta que ndo passa pela origem p de NpS (Figura 2C). pES1 ¢ um ponto de inflex@o se, e
somente se, Af fp ¢ uma reta que passa pela origem p de NpS (Figura 3A). p€eS , € um ponto umbilico se, e somente se,
Af fp ¢ um ponto distinto de p (Figura 3B). peS 0 ¢ um ponto umbilico planar se, e somente se, Af fp = {p} (Figura
30).

Conclusiao/Conclusées/Consideracoes finais

Através da definigdo da elipse de curvatura, conseguimos novas defini¢des, que proporcionam novas
maneiras de classificar pontos de uma superficie, fato que colabora no estudo de 2-variedades em dimensdes
maiores que 3. Essas ndo sdo as unicas aplicacdes da elipse de curvatura, pode ser feita uma extensdo de seu
conceito a 3-variedades, porém esse assunto foge do escopo desse trabalho.
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. 3 , s N . ~ .
Fig. 1A Superficie em R™, com plano tangente, reta normal, circulo unitario no TpS e dire¢do v o Fig. 1B Sec¢do normal da superficie
S na dire¢do v o gerando a curva Yo Fig. 1C Vetores da elipse de curvatura. O vetor H ¢ chamado vetor curvatura média que

consideramos com origem no ponto p ¢ extremo no centro da elipse de curvatura ¢ os vetores B e C geram a elipse de curvatura.

T

!
Fig. 2A p ¢ um ponto do tipo 53, ou seja, aelipse é ndo degenerada e Affp ¢ um plano que ndo passa pela origem de NpS. Fig.

2B p ¢ um ponto do tipo Sz’ ou seja, a elipse no se degenera e o ponto p esta no espago Affp que passa pela origem. Fig. 2E p é um

ponto do tipo S ,¢ ¢ semiumbilico, ou seja, a elipse se degenera em um segmento de reta, mas p ndo pertence ao espago Af fp'.

|/

Fig. 3A p ¢ um ponto do tipo S ¢ ¢ ponto de inflexd@o ou seja, a elipse se degenera em um segmento de reta € o ponto p pertence ao
espago Af fp, Fig. 3B p ¢ um ponto do tipo S . © ¢ um ponto umbilico, ou seja, a elipse se degenera em um ponto distinto do ponto p.

Fig. 3C p ¢ um ponto do tipo S o€ ¢ um ponto umbilico planar, ou seja, a elipse se degenera em um ponto p na origem de Af' fp-.



