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Introdução
Neste presente trabalho, descrevemos o conceito de elipse de curvatura, que é definida como o lugar

geométrico que contém os extremos dos vetores curvatura normal das seções normais de uma 2-variedade (ou
superfície) com o hiperplano gerado pela soma direta de seu espaço normal com alguma direção tangente.
O conceito de elipse de curvatura foi introduzido por Kommerell em [3] e depois estudado por Little em [2] onde faz

uma análise detalhada da elipse de curvatura, caracterizando propriedades geométricas de superfícies em termos dessa
elipse e mostrando que a generalização desta para variedades é uma variedade de Veronese ou uma projeção de
Veronese. Nosso objetivo é definir a elipse de curvatura e mostrar alguns resultados dessa definição no estudo de
2-variedades imersas no , tendo como base a dissertação de Rodrigues [5].𝑅𝑛, 𝑛≥4

Material e métodos
A metodologia utilizada foi a metodologia da própria pesquisa matemática, baseada na revisão de trabalhos de outros

autores e no desenvolvimento de pesquisa dos assuntos estudados. O texto principal no qual este presente trabalho se
baseia é a dissertação de Rodrigues [5]. Outros textos foram usados como referência como a tese de Binotto [1] e a tese
de Moraes [4]. As imagens apresentadas foram construídas com o software geogebra, disponível em
https://www.geogebra.org.

Resultados e discussão

A. Definição e exemplos

Como a parametrização de é uma aplicação diferenciável e é injetora, para todo ponto ,𝑋 𝑆 𝑑𝑋( )
𝑞
: 𝑅2⟶𝑅𝑛 𝑝 = 𝑋(𝑞)

existe o , chamado plano tangente a em , gerado pelas combinações lineares de e , i.e., para todo𝑇
𝑝
𝑆 𝑆 𝑝 𝑋

𝑢
(𝑞) 𝑋

𝑣
(𝑞)

, . Seja o círculo unitário centrado em , parametrizado por e o𝑤∈𝑇
𝑝
𝑆 𝑤 = 𝑎𝑋

𝑢
(𝑞) + 𝑏𝑋

𝑣
(𝑞) 𝑝 θ∈[0, 2π] ν

θ
∈ 𝑇

𝑝
𝑆

vetor unitário na direção . Definimos como seção normal da superfície em na direção , a interseção ,θ 𝑆 𝑝 θ γ
θ

= 𝐻
θ

∩ 𝑆
onde é o hiperplano definido por . Escolhendo uma parametrização para essa curva, de maneira que𝐻 𝐻

θ
= 𝑁

𝑝
𝑆 ⊕ν

θ
γ

θ

esteja parametrizada pelo comprimento de arco, temos que , além disso o vetor normal a essa𝑝 = γ
θ

𝑠
0( ),   γ

θ
' (𝑠

0
) = ν

θ

curva é também normal à superfície, logo Esse vetor é chamado de vetor curvatura normal da superfícieγ
θ
'' 𝑠

0( ) ∈ 𝑁
𝑝
𝑆.

no ponto .𝑆 𝑝
Definimos, então, a aplicação , , onde é o círculo unitário no plano tangente,η

𝑝
:  𝑆

𝑝
1 → 𝑁

𝑝
𝑆 ν

θ
⟼η

𝑝
θ( ) = π𝑁(γ

θ
'')  𝑆

𝑝
1

centrado em e é a projeção ortogonal do vetor curvatura normal da curva obtida pela interseção de𝑝 π𝑁(γ
θ
'')

e a superfície S. A essa aplicação se dá o nome Elipse de Curvatura.𝐻
θ

= 𝑁
𝑝
𝑆 ⊕ν

θ
A fim de ilustrar as relações e definições, consideremos uma superfície no espaço tridimensional, seu plano𝑆

tangente no ponto , e , a reta normal a no ponto , como mostrados em Fig. 1A e Fig. 1B. Entretanto,𝑇
𝑝
𝑆 𝑝 𝑁

𝑝
𝑆 𝑆 𝑝 𝑆

𝑝
1

não seguiremos no , pois o de uma superfície imersa no é apenas uma reta e, como veremos posteriormente, a𝑅3 𝑁
𝑝
𝑆 𝑅3

elipse de curvatura se deforma em um ponto ou um segmento de reta.
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O nome “Elipse de Curvatura” não é impróprio. De fato, seja a superfície , uma curva de que passa pelo ponto𝑆 γ

θ
𝑆

com direção tangente parametrizada pelo comprimento de arco, a decomposição e a projeção𝑝 ν
θ

𝑅𝑛 ≡ 𝑇
𝑝
𝑆⊕𝑁

𝑝
𝑆

ortogonal , , com { } uma baseπ𝑁:  𝑅𝑛⟶𝑁
𝑝
𝑆 𝑢⟼π𝑁 𝑢( ) = 𝑢 − 𝑢∙𝑤

1
𝑝( )( )𝑤

1
𝑝( ) − 𝑢∙𝑤

2
𝑝( )( )𝑤

2
𝑝( ) 𝑤

1
𝑝( ), 𝑤

2
𝑝( )

ortonormal de . Suponhamos que a superfície esteja parametrizada por , e que a𝑇
𝑝
𝑆 𝑆 α: 𝑈⊂ 𝑅2→𝑆⊂ 𝑅𝑛 𝑢, 𝑣( )⟼α 𝑢, 𝑣( )

curva esteja parametrizada por , . Assim temosν
θ

γ
θ
: 𝐼→𝑆⊂ 𝑅𝑛 𝑡⟼γ

θ
𝑡( ) = α 𝑢 𝑡( ),  𝑣 𝑡( )( )

eγ
θ
' 𝑡( ) = 𝑢' 𝑡( )α

𝑢
𝑢(𝑡( ), 𝑣(𝑡)) + 𝑣'(𝑡)α

𝑣
(𝑢 𝑡( ), 𝑣(𝑡)) 

γ
θ
'' 𝑡( ) = 𝑢' 𝑡( )2α

𝑢𝑢
𝑢 𝑡( ), 𝑣 𝑡( )( ) + 𝑢'' 𝑡( )α

𝑢
𝑢 𝑡( ), 𝑣 𝑡( )( ) + 2𝑢' 𝑡( )𝑣' 𝑡( )α

𝑢𝑣
𝑢 𝑡( ), 𝑣 𝑡( )( ) + 𝑣' 𝑡( )2α

𝑣𝑣
𝑢 𝑡( ), 𝑣 𝑡( )( ) + 𝑣'' 𝑡( )α

𝑣
(𝑢 𝑡( ), 𝑣(𝑡))

. Portanto, a projeção do vetor curvatura no espaço normal é dada porγ
θ
''(𝑡) 𝑁

𝑝
𝑆

. Se é uma baseπ𝑁 γ
θ
'' 𝑡( )( ) = 𝑢' 𝑡( )2α

𝑢𝑢
𝑁 𝑢 𝑡( ), 𝑣 𝑡( )( ) + 2𝑢' 𝑡( )𝑣' 𝑡( )α

𝑢𝑣
𝑁 𝑢 𝑡( ), 𝑣 𝑡( )( ) + 𝑣' 𝑡( )2α

𝑣𝑣
𝑁 𝑢 𝑡( ), 𝑣 𝑡( )( ) {α

𝑢
𝑝( ),  α

𝑣
(𝑝)}

ortonormal do espaço tangente , então como está parametrizada pelo comprimento de arco, segue que𝑇
𝑝
𝑆 γ

θ

, então podemos tomar tal que e e teremos𝑢' 𝑡( )2 + 𝑣' 𝑡( )2 = 1 θ 𝑢' 𝑡( ) = 𝑐𝑜𝑠 (θ) 𝑣' 𝑡( ) = 𝑠𝑒𝑛(θ)
. Usando relações trigonométricas básicas e fazendo asπ𝑁 γ

θ
'' 𝑡( )( ) = θ α

𝑢𝑢
𝑁 (𝑝) + 2𝑐𝑜𝑠θ𝑠𝑒𝑛θα

𝑢𝑣
𝑁 𝑝( ) + 𝑠𝑒𝑛2θα

𝑣𝑣
𝑁 𝑝( )

substituições devidas, podemos escrever a expressão anterior da seguinte maneira:
η

𝑝
θ( ) = π𝑁 γ

θ
'' 𝑡( )( ) = 1

2 α
𝑢𝑢
𝑁 𝑝( ) + α

𝑣𝑣
𝑁 (𝑝)( ) + 1

2 α
𝑢𝑢
𝑁 𝑝( ) − α

𝑣𝑣
𝑁 (𝑝)( ) cos 𝑐𝑜𝑠 2θ( ) + α

𝑢𝑣
𝑁 𝑝( )𝑠𝑒𝑛 2θ( ) = 𝐻 + 𝐵𝑐𝑜𝑠 2θ( ) + 𝐶𝑠𝑒𝑛 2θ( )

, com , e .𝐻 = 1
2 α

𝑢𝑢
𝑁 𝑝( ) + α

𝑣𝑣
𝑁 (𝑝)( ) 𝐵 = 1

2 α
𝑢𝑢
𝑁 𝑝( ) − α

𝑣𝑣
𝑁 (𝑝)( ) 𝐶 = α

𝑢𝑣
𝑁 𝑝( )

Seja uma superfície imersa em , dado dizemos que uma imersão está localmente na Forma𝑆 𝑅𝑛, 𝑛≥4 𝑝∈𝑆 φ: 𝑆⟶𝑅𝑛

de Monge se está em da seguinte forma: , , comφ 𝑝≡(0, 0) φ: (𝑈⊂ 𝑅2,  (0, 0)⟶(𝑅𝑛,  (0, 0, …, 0)) (𝑢, 𝑣)⟼φ(𝑢, 𝑣)
com diferenciáveis, eφ 𝑢, 𝑣( ) = (φ

1
𝑢, 𝑣( ),  φ

2
𝑢, 𝑣( ), …,  φ

𝑛−2
𝑢, 𝑣( )) φ

𝑖
φ 0, 0( ) = (0, 0, …, 0)

para todo . Nesta parametrização temos e
∂φ

𝑖

∂𝑢 0, 0( ) =
∂φ

𝑖

∂𝑣 0, 0( ) = 0 𝑖∈{1,  2, …, 𝑛 − 2} ∂φ
∂𝑢 0, 0( ) = (1, 0, 0, …, 0)

que formam uma base ortonormal de . Consequentemente, os coeficientes da primeira∂φ
∂𝑣 0, 0( ) = (0, 1, 0, …, 0) 𝑇

𝑝
𝑆

forma normal em são: . Além disso, temos , ,𝑝 𝐸 = 1,  𝐹 = 0,  𝐺 = 1 φ
𝑢𝑢
𝑁 𝑝( ) = φ

𝑢𝑢
(𝑝) φ

𝑢𝑣
𝑁 𝑝( ) = φ

𝑢𝑣
(𝑝)

. Portanto, a elipse de curvatura pode ser dada por , com φ
𝑣𝑣
𝑁 𝑝( ) = φ

𝑣𝑣
(𝑝) η

𝑝
θ( ) = 𝐻 + 𝐵𝑐𝑜𝑠 2θ( ) + 𝐶𝑠𝑒𝑛 2θ( )

, , . A partir dessas equações, podemos observar que𝐻 = 1
2 (φ

𝑢𝑢
𝑝( ) + φ

𝑣𝑣
𝑝( )) 𝐵 = 1

2 (φ
𝑢𝑢

𝑝( ) − φ
𝑣𝑣

𝑝( ))  𝐶 = φ
𝑢𝑣

(𝑝)
ao percorrer o círculo unitário em uma vez, a aplicação percorre a elipse de curvatura duas vezes. Observamos𝑇

𝑝
𝑆 α

também que os vetores e geram a elipse de curvatura e o vetor , com origem no ponto , tem extremo no centro𝐵 𝐶 𝐻 𝑝
da elipse e é chamado vetor curvatura média (Figura 1C).
Tomemos como exemplo uma superfície imersa em , dada localmente em na forma de Monge por𝑆 𝑅5 𝑝≡(0, 0)

. Temos queφ 𝑥, 𝑦( ) = (𝑥, 𝑦, 𝑥2, 𝑥𝑦,  𝑦2)
. Logoφ

𝑥𝑥
0, 0( ) = 0, 0, 2, 0, 0( ),   φ

𝑦𝑦
0, 0( ) = 0, 0, 0, 0, 2( ),   φ

𝑥𝑦
0, 0( ) = (0, 0, 0, 1, 0)
e a elipse de curvatura é uma elipse que não passa pela𝐻 = 0, 0, 1, 0, 1( ),  𝐵 = 0, 0, 1, 0, − 1( ),  𝐶 = (0, 0, 0, 1, 0)

origem (Figura)

B. Alguns resultados
Com a definição de Elipse de curvatura podemos chegar aos seguintes resultados:
Seja uma imersão de em , dada localmente em na forma de Monge, o primeiro espaço normal de emφ 𝑆 𝑅5 𝑝∈𝑆 𝑆 𝑝

denotado por é o subespaço de gerado pelos vetores .𝑁
𝑝
1𝑆 𝑁

𝑝
𝑆 φ

𝑥𝑥
(𝑝),   φ

𝑦𝑦
(𝑝),   φ

𝑥𝑦
(𝑝)
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O subespaço afim de em , denotado por , é o subespaço de menor dimensão que contém a elipse de𝑆 𝑝 𝐴𝑓𝑓

𝑝
curvatura. O subespaço vetorial de em , denotado por , é o subespaço linear de paralelo a .𝑆 𝑝 𝐸

𝑝
𝑁

𝑝
𝑆 𝐴𝑓𝑓

𝑝

Sejam uma superfície imersa em e , dizemos que é um ponto umbílico se degenera em um ponto e𝑆 𝑅𝑛, 𝑛≥4 𝑝∈𝑆 𝑝
umbílico planar se esse ponto for a origem de . é dito um ponto semiumbílico se a elipse de curvatura se degenera𝑁

𝑝
𝑆 𝑝

em um segmento e ponto semiumbílico radial (ou ponto de inflexão) se a elipse se degenera em um segmento radial.
Seja uma superfície imersa em , (ou é do tipo ) se, e somente se, . se, e𝑆 𝑅𝑛, 𝑛≥5 𝑝∈𝑆

𝑖
𝑝 𝑆

𝑖
dim 𝑑𝑖𝑚 𝑁

𝑝
1𝑆 = 𝑖 𝑝∈𝑆

3
somente se, é um plano que não passa pela origem (Figura 2A). e a elipse de curvatura não se degenera𝐴𝑓𝑓

𝑝
𝑝 𝑝∈𝑆

2
se, e somente se, é um plano que passa pela origem de (Figura 2B). é um ponto semiumbílico se, e𝐴𝑓𝑓

𝑝
𝑝 𝑁

𝑝
𝑆 𝑝∈𝑆

2
somente se, é uma reta que não passa pela origem de (Figura 2C). é um ponto de inflexão se, e𝐴𝑓𝑓

𝑝
𝑝 𝑁

𝑝
𝑆 𝑝∈𝑆

1
somente se, é uma reta que passa pela origem de (Figura 3A). é um ponto umbílico se, e somente se,𝐴𝑓𝑓

𝑝
𝑝 𝑁

𝑝
𝑆 𝑝∈𝑆

1
é um ponto distinto de (Figura 3B). é um ponto umbílico planar se, e somente se, (Figura𝐴𝑓𝑓

𝑝
𝑝 𝑝∈𝑆

0
𝐴𝑓𝑓

𝑝
= {𝑝}

3C).

Conclusão/Conclusões/Considerações finais
Através da definição da elipse de curvatura, conseguimos novas definições, que proporcionam novas

maneiras de classificar pontos de uma superfície, fato que colabora no estudo de 2-variedades em dimensões
maiores que 3. Essas não são as únicas aplicações da elipse de curvatura, pode ser feita uma extensão de seu
conceito à 3-variedades, porém esse assunto foge do escopo desse trabalho.
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Fig. 1A Superfície em , com plano tangente, reta normal, círculo unitário no e direção . Fig. 1B Seção normal da superfície𝑅3 𝑇
𝑝
𝑆 ν

θ

na direção , gerando a curva . Fig. 1C Vetores da elipse de curvatura. O vetor H é chamado vetor curvatura média que𝑆 ν
θ

γ
θ

consideramos com origem no ponto p e extremo no centro da elipse de curvatura e os vetores B e C geram a elipse de curvatura.

Fig. 2A p é um ponto do tipo e é um plano que não passa pela origem de . Fig.𝑆
3
,  𝑜𝑢 𝑠𝑒𝑗𝑎,  𝑎 𝑒𝑙𝑖𝑝𝑠𝑒 é 𝑛ã𝑜 𝑑𝑒𝑔𝑒𝑛𝑒𝑟𝑎𝑑𝑎 𝐴𝑓𝑓

𝑝
𝑁

𝑝
𝑆

2B p é um ponto do tipo , ou seja, a elipse não se degenera e o ponto p está no espaço que passa pela origem. Fig. 2E p é um𝑆
2

𝐴𝑓𝑓
𝑝

ponto do tipo e é semiumbílico, ou seja, a elipse se degenera em um segmento de reta, mas p não pertence ao espaço ·.𝑆
2

𝐴𝑓𝑓
𝑝

Fig. 3A p é um ponto do tipo e é ponto de inflexão ou seja, a elipse se degenera em um segmento de reta e o ponto p pertence ao 𝑆
1

espaço . Fig. 3B p é um ponto do tipo e é um ponto umbílico, ou seja, a elipse se degenera em um ponto distinto do ponto p.𝐴𝑓𝑓
𝑝

𝑆
1

Fig. 3C p é um ponto do tipo e é um ponto umbílico planar, ou seja, a elipse se degenera em um ponto p na origem de ·.𝑆
0

𝐴𝑓𝑓
𝑝


